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POZI´CIO´S JA´TE´KOK
PLUHA´R ANDRA´S
Kivonat. A poz´ıcio´s ja´te´kok to¨bbnyire ve´ges, ke´tszeme´lyes, ze´ruso¨sszegu˝, teljes in-
forma´cio´s ja´te´kok, amelyekben me´g kevert strate´gia´k alkalmaza´sa´ra sincs szu¨kse´g.
A poz´ıcio´s ja´te´kok megada´si mo´djuk miatt viszont ma´trixja´te´kke´nt nem kezelheto˝k
jo´l, ı´gy a vizsga´latukra va´ltozatos matematikai eszko¨zta´r alakult ki. Jelen a´ttekinte´s
ce´lja ezek va´zlatos ismertete´se, ne´hol kiterjeszte´se.
1. Bevezete´s
A poz´ıcio´s ja´te´k pontos defin´ıcio´ja nem adhato´ meg, mindenfe´le ja´te´kot belee´rthe-
tu¨nk, ahol a nyere´s felte´tele valamely alakzat ele´re´se´hez/elkeru¨le´se´hez kapcsolo´dik.
Elso˝ ko¨zel´ıte´sben poz´ıcio´s ja´te´k, vagy hipergra´f ja´te´k alatt a ko¨vetkezo˝t e´rtju¨k. Adott
egy F = (V,H) hipergra´f, azaz H ⊂ 2V . A V halmaz elemei alkotja´k a ta´bla´t, mı´g az
H elemei az u´n. nyero˝ halmazok. Ke´t ja´te´kos, a kezdo˝ e´s a ma´sodik, vagy I e´s II,
felva´ltva va´lasztja a ta´bla elemeit. Amelyiku¨k elso˝ke´nt megszerezi egy nyero˝ halmaz
o¨sszes eleme´t az megnyeri a ja´te´kot.
Az X ja´te´kos nyer (do¨ntetlent e´r el) kifejeze´s alatt azt e´rtju¨k, hogy mindke´t ja´te´kos
to¨ke´letes ja´te´ka esete´n ez lenne az eredme´ny. Ha a ta´bla ve´ges, akkor haszna´lhatjuk
az ala´bbi te´telt:
1. Te´tel. [Zermelo-Neumann, [12, 20]] Egy teljes informa´cio´s, ve´ges, ke´tszeme´lyes
ja´te´kot vagy az egyik ja´te´kos nyeri vagy a ja´te´k do¨ntetlen.
Megjegyze´s. A 1. te´telre Zermelo adott bizony´ıta´st1, ı´gy to¨bbnyire Zermelo te´tel-
ke´nt, vagy u´n. ja´te´kelme´leti tertium non datur 2 elvke´nt hivatkozza´k.
Pe´lda 1. Tic-Tac-Toe. I e´s II felva´ltva tesz egy jelet a 9 ne´gyzetbo˝l a´llo´, 3 × 3-as
ta´bla egy-egy mezo˝je´re. Aki hamarabb elfoglal egy teljes sort, oszlopot vagy fo˝a´tlo´t,
az nyer.
Pe´lda 2. Tic-Toc-Tac-Toe. Ez a Tic-Tac-Toe 3-dimenzio´s va´ltozata, aminek a
ta´bla´ja 4 × 4 × 4-es kocka. A nyero˝ halmazok a sorok, oszlopok, lap e´s test fo˝a´tlo´k,
o¨sszesen 76 darab.
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1Az elso˝ bizony´ıta´s hia´nyos volt, ezt ke´so˝bb Ko˝nig De´nes e´s Kalma´r La´szlo´ jav´ıtotta ki, la´sd [20].
2Azaz a harmadik eset nem le´tezik. Ve´gtelen ja´te´kokra ma´s a helyzet, u. i. a kiva´laszta´si axio´ma
haszna´lata´val ke´sz´ıtheto˝ olyan ja´te´k, amelynek kimenetele eldo¨nthetetlen.
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Pe´lda 3. Amo˝ba (5-in-a-row). Itt a ta´bla a ve´gtelen ne´gyzetra´cs (a gyakorlatban
lehet a 19× 19-es go ta´bla vagy fu¨zetlap). A ja´te´kosok felva´ltva jelo¨lik a mezo˝ket, s
aki hamarabb ke´pes o¨t, egyma´st ko¨veto˝ mezo˝t v´ızszintesen, fu¨ggo˝legesen vagy a´tlo´s
ira´nyban elfoglalni, az nyer.
Pe´lda 4. k-amo˝ba (k-in-a-row). A fentihez hasonlo´, csak ebben k egyma´st ko¨veto˝
jel kell a nyere´shez.
A gyakorlatbo´l tudjuk, a kezdo˝ja´te´kos (itt I) elo˝nyo¨s helyzetben van a fentiekben.
Ezt matematikai eszko¨zo¨kkel is bela´thato´, so˝t sokkal a´ltala´nosabban igaz:
2. Te´tel. [Hales-Jewett, [31]] Ba´rmely (V,H) hipergra´f ja´te´kban a kezdo˝ nyer, vagy
do¨ntetlen az eredme´ny.3
Bizony´ıta´s: Ez az u´n. strate´gia lopa´s mo´dszerrel4 kaphato´ meg. A´ltala´nos poz´ıcio´s
ja´te´kokra Alfred Hales e´s Robert Jewett mondta ki a [31]-ben. Ha II nyerne, azaz
lenne nyero˝ strate´gia´ja5, akkor I is haszna´lhatna´ ezt, hiszen a saja´t, kora´bbi le´pe´sei
sohasem a´rtanak. Vagyis I megfeledkezhet az elso˝ le´pe´se´ro˝l, e´s ha a strate´gia ezt
ke´rne´, akkor u´gy tehet, mintha e´ppen most le´pne´ meg ezt, e´s az esede´kes le´pe´se´t
tetszo˝legesen helyezheti el. 
Az 1. e´s 2. te´telek sokszor megmondja´k, mi lesz az eredme´ny, de arro´l keveset
a´rulnak el, hogyan ja´tszunk. Ez ma´r a pe´lda´inkban sem egyszeru˝, a´ltala´ban me´g
keve´sbe´ va´rhato´. A tic-tac-toe ko¨nnyen la´thato´an do¨ntetlen, mı´g a tic-toc-tac-toe-t
I nyeri. Az uto´bbi igazola´sa´hoz viszont 1500 o´ra ge´pido˝t haszna´lt fel Oren Patashnik
a hetvenes e´vek ve´ge´n, e´s megjegyezheto˝ nyero˝ strate´gia´t eddig nem tala´ltak ra´, la´sd
[16, 42]. Az amo˝ba´t (legala´bbis a go ta´bla´n) a kezdo˝ nyeri, a k-amo˝ba pedig do¨ntetlen,
ha k ≥ 8. A k = 6, 7 esete´n viszont nem tudjuk, mi az igazsa´g, la´sd [2, 16, 28].
A´ltala´ban sincs ez ma´ske´ppen, sok ke´rde´sre van jo´ va´laszunk, me´g to¨bbre vi-
szont nincs. A poz´ıcio´s ja´te´koknak sza´mtalan meglepo˝ kapcsolata van a matematika
egyma´sto´l ta´voleso˝ teru¨leteivel; eze´rt is olyan nehezek e´s egyben vonzo´k a proble´ma´i.
Ezekre la´thatunk u´jabb pe´lda´kat a tova´bbiakban.
2. Topolo´gia
Kezdju¨k a hex ja´te´kkal; ezt Piet Hein 1942-ben, la´sd [34] e´s John Nash 1948-ban
tala´lta ki egyma´sro´l nem tudva. Egy hatszo¨gekbo˝l a´llo´, rombusz alaku´ n×n-es ta´bla´ra
felva´ltva helyezhet I fehe´r e´s II fekete korongokat. I ce´lja egy o¨sszefu¨ggo˝ fehe´r u´t
le´trehoza´sa az e´szaknyugati e´s de´lkeleti, II-e´ pedig egy fekete u´te´ az e´szakkeleti e´s
de´lnyugati oldalak ko¨zo¨tt. A hex - ellente´tben jo´ne´ha´ny csak matematikai szem-
pontbo´l e´rdekes ja´te´kkal - izgalmas, addikt´ıv ja´te´k. Feladva´nyokat ko¨zo¨lnek, ver-
senyeket rendeznek belo˝le; ilyenkor az n = 10 vagy n = 11 a ta´bla me´ret. (A legjobb
eredme´nyt Kohei Noshita e´rte el, n ≤ 8-ra ismert a nyero˝ strate´gia, la´sd [41].)
3Ha egyik fe´l sem nyer ve´ges le´pe´sben, akkor do¨ntetlennek tekintju¨k a ja´te´kot.
4A mo´dszert elo˝szo¨r John Nash alkalmazta a hex ja´te´k vizsga´lata´ra, la´sd [16, 26].







Az 5× 5-o¨s hex ta´bla.
Az elso˝ defin´ıcio´nk e´rtelme´ben a hex nem hipergra´f ja´te´k, hiszen a nyero˝ halmazok
nem egyforma´k a ke´t ja´te´kosra. E´rdemes teha´t a (V,H1,H2) asszimetrikus hipergra´f
ja´te´kot bevezetni, ahol e´rtelemszeru˝en az I illetve II akkor nyer, ha a H1 illetve a H2
egy eleme´t hamarabb elfoglalja, ahol H1,H2 ⊂ 2V .
Nyilva´nvalo´nak tu˝nik, hogy csak az egyik ja´te´kos nyerhet a hexben. Ez ı´gy is van,
de ekvivalens a szinte´n egyszeru˝nek tu˝no˝ Jordan-fe´le go¨rbete´tellel 6. Szinte´n elo˝kelo˝
rokonsa´ga van a topolo´gia´ban az ala´bbi, u´n. hex te´telnek:
3. Te´tel. [Nash-Gale] Ha a hex ta´bla o¨sszes mezo˝je´t kisz´ınezzu¨k fehe´rrel vagy fekete´vel,
akkor vagy lesz fehe´r e´szaknyugati-de´lkeleti, vagy fekete e´szakkelet-de´lnyugati u´t.
Azaz do¨ntetlen me´g akkor sem lehetse´ges, ha a ke´t ja´te´kos erre to¨rekedne. Kom-
bina´lva ezt az eredme´nyt a 2. te´tel o¨tlete´vel (e´s felhaszna´lva, hogy a H1 ke´pe egy
megfelelo˝ tengelyes tu¨kro¨ze´sne´l e´ppen a H2) kapjuk, hogy:
4. Te´tel. [John Nash, 1949] A kezdo˝ ja´te´kos nyer a hexben.7
Visszate´rve a topolo´giai kapcsolatokra, 1979-ben igazolta David Gale, hogy a hex
te´tel e´s a Brouwer-fe´le fixpont te´tel ekvivalensek, la´sd [26]. Vele egyido˝ben, to˝le
fu¨ggetlenu¨l Lova´sz La´szlo´ az u´n. Sperner lemma´bo´l vezette le a hex te´telt klasszikus
ko¨nyve´ben, [40]. Ehhez hasonlo´ mo´don bizony´ıtotta´k Hochberg e´s ta´rsai [35], hogy a
Sperner lemma´bo´l ko¨vetkezik az u´n. konnektor te´tel. Ke´so˝bb Chris Hartman foglalta
o¨ssze egy nagyon gazdasa´gos ciklikus bizony´ıta´sban a ko¨vetkezo˝ eredme´nyeket, la´sd
[33]. Az egyszeru˝se´g kedve´e´rt a 2-dimenzio´s eseteket mondjuk ki, az n-dimenzio´s eset
a fenti cikkben ele´rheto˝.
Legyen T az ABC ha´romszo¨g egy ha´romszo¨geze´se, melynek a pontjai az ala´bbi
mo´don sz´ınezettek: (i) Az A, B e´s C pontok sz´ınei rendre 1, 2 e´s 3. (ii) Az ABC
ha´romszo¨g oldalain fekvo˝ pontok az oldal egyik ve´gpontja´nak a sz´ıne´t kapja´k.
6Egy egyszeru˝, za´rt go¨rbe a s´ıkot ke´t - egy ku¨lso˝ e´s egy belso˝ - o¨sszefu¨ggo˝ re´szre osztja.
7A te´tel a poz´ıcio´s ja´te´kok tala´n legismertebb eredme´nye. Ugyanakkor egy tiszta´n egzisztencia
bizony´ıta´s, amelyben a le´teze´se´n k´ıvu¨l semmit sem tudunk meg a nyero˝ strate´gia´ro´l. Nagyon nehe´z,
u´n. PSPACE-teljes proble´ma megmondani, hogy melyik fe´l nyer, ha adott az n× n-es hex ta´bla egy
re´szleges kito¨lte´se, [48].
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Sperner lemma: T -ben van olyan ha´romszo¨g, amelynek csu´csai ha´rom ku¨lo¨nbo¨zo˝
sz´ınt kaptak.
Legyen G egy, a ku¨lso˝ oldala´t kive´ve, ha´romszo¨g lapokbo´l a´llo´ s´ıkgra´f. Ro¨gz´ıtsu¨k a
ku¨lso˝ oldalon az x, y, z pontokat ebben a ko¨ru¨lja´ra´si ira´nyban. Az [x, y] intervallum
az x-et, y-t e´s a ko¨ztu¨k le´vo˝ pontokat jelenti. (Az [y, z] e´s [z, x] analo´g mo´don.) G
pontjainak egy C re´szhalmaza konnektor, ha a C a´ltal fesz´ıtett re´szgra´f o¨sszefu¨ggo˝,
e´s tartalmaz pontot az [x, y], [y, z] e´s [z, x] intervallumok mindegyike´bo˝l.
Konnektor te´tel: Ha ke´t sz´ınnel sz´ınezzu¨nk a fenti mo´don definia´lt G pontjait,
akkor abban lesz egy C egysz´ınu˝ konnektor.8
Legyen e1 = (1, 0) e´s e2 = (0, 1) a koordina´tatengelyekkel pa´rhuzamos egyse´gvek-
torok, e´s az a, b ∈ Z2, melyre ai ≤ bi i = 1, 2-re. A D(a, b) doboz pedig a ko¨vetkezo˝
pontok halmaza: D(a, b) := {(x1, x2) : ai ≤ xi ≤ bi e´s xi ege´sz i = 1, 2}. D ke´t
pontja szomsze´dos, ha mindke´t koordina´ta´juk legfeljebb egy egyse´ggel te´r el.
Pouzet lemma: Ha egy f : D(a, b) 7→ {±e1,±e2} fu¨ggve´nyre minden x ∈ D(a, b)-
re teljesu¨l az x + f(x) ∈ D, akkor vannak olyan szomsze´dos x e´s y pontok, hogy
f(x) = −f(y).
A teljesse´g kedve´e´rt jegyezzu¨k meg, hogy a hex ta´bla felfoghato´, mint az elo˝bbi
D. Ebben x, y ∈ D akkor szomsze´dosak, ha x − y vagy y − x eleme {0, 1}2-nak, e´s
az egyik ja´te´kosnak a D doboz also´ e´s felso˝, a ma´siknak a jobb e´s bal oldala´t kell
o¨sszeko¨tni. Hasonlo´an to¨rte´nhet d-dimenzio´s hex ta´bla megada´sa is.
Brouwer-fe´le fixpont te´tel: Ha egy f folytonos fu¨ggve´ny az R2 egyse´ggo¨mbje´t
o¨nmaga´ba viszi, akkor van olyan x, melyre f(x) = x.
Cris Hartman az ala´bbi utat adja a [33]-ben: Sperner lemma⇒ konnektor te´tel⇒
hex te´tel ⇒ Pouzet lemma ⇒ Brouwer-fe´le fixpont te´tel 9 ⇒ Sperner lemma.
A konnektor te´telt (e´s az y-ja´te´kot) a hex te´tel (hex ja´te´k) a´ltala´nos forma´ja´nak
tartja´k, ba´r mint la´thato´ ekvivalensek. Az egyma´sbo´l levezetheto˝se´g igaza´bo´l mindke´t
ira´nyban ko¨nnyu˝, amely az ala´bbi a´bra´n la´thato´.
A baloldal a 4-es y-ja´te´k; vegyu¨k e´szre, hogy a szomsze´dsa´g a gra´fon olyan, mint a
hexben a mezo˝k ko¨zo¨tt. A ko¨ze´pso˝ a´bra´n egy kito¨lto¨tt hex ta´bla´t kiege´sz´ıtettu¨nk egy
csupa fehe´r ill. fekete pontot tartalmazo´ ha´romszo¨ggel, amely egy leja´tszott y-ja´te´kra
vezet.
8Craige Schensted e´s Charles Titus, illetve Claude Shannon ma´r 1952-ben bevezette az u´n. y-
ja´te´kot. Ennek a ta´bla´ja a szaba´lyos ha´romszo¨g ra´cs szinte´n szaba´lyos ha´romszo¨g alaku´ darabja e´s
a ce´l egy konnektor megszerze´se, ahol a ha´romszo¨g csu´csai a ro¨gz´ıtett pontok. A konnektor te´tel
miatt az y-ja´te´k nem lehet do¨ntetlen, ı´gy azt a 2. te´tel miatt a kezdo˝ nyeri.
9Terme´szetesen a ve´ges mo´dszerek csak -approxima´cio´t adhatnak. Azaz adott  > 0-ra olyan x
le´teze´se´t, amelyre ‖f(x)− x‖2 < . A fixponthoz me´g a szoka´sos kompaktsa´gi e´rvele´s szu¨kse´ges.
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A 4× 4-es y-ja´te´k ta´bla.
n
~
A kiege´sz´ıtett hex ta´bla.
bbbbb bbb b b b b b bbbbbbbbbbbbbbb b b bbbbbbbbbbbbbbb
A t-re tu¨kro¨zo¨tt y-ja´te´k.
t
A konnektor te´tel miatt van egy egysz´ınu˝ konnektor, de ez egy egysz´ınu˝ nyero˝
halmazt jelent az eredeti hex ta´bla´n. Ve´gu¨l a jobboldali a´bra´n egy leja´tszott y-ja´te´k
ta´bla´ja´t tu¨kro¨zzu¨k a t-tengelyre, a sze´lso˝ sort fe´lbeva´gva. Ezzel egy (szimmetrikusan)
kito¨lto¨tt hex ta´bla´t kapunk. A hex te´tel miatt le´tezo˝ nyero˝ halmaznak az eredeti
ta´bla´bo´l kilo´go´ re´szeit
”
visszatu¨kro¨zve” egy egysz´ınu˝ konnektort kapunk.
Sa´vsze´lesse´g. Hochberg e´s ta´rsai a [35]-ben a konnektor te´tel felhaszna´la´sa´val a Tn,
az n oldale´lu˝ ha´romszo¨gra´cs (y-ja´te´k ta´bla) sa´vsze´lesse´ge´re adtak also´ korla´tot.10 A
sa´vsze´lesse´g meghata´roza´sa ma´r specia´lis gra´fokra is nehe´z feladat; valo´ja´ban ma´r 3
maxima´lis foksza´mu´ fa´kra is NP-teljes, [29]. Meglepo˝ teha´t, hogy egy nem trivia´lis
esetben a ja´te´kok seg´ıtenek ebben.
Ford´ıtott ja´te´kok. A hex te´tel felveti az u´n. ford´ıtott ja´te´k, (a [16]-ben mise`re game)
leheto˝se´ge´t. A´ltala´ban egy ford´ıtott ja´te´kban az nyer, aki az eredetiben vesz´ıtene.
A ford´ıtott hex sem lehet do¨ntetlen, a strate´gia lopa´s egy kifinomult va´ltozata´val
mutathato´ meg az ala´bbi te´tel a [38]-bo˝l:
Mise`re hex te´tel: A kezdo˝ nyer a ford´ıtott n× n-es hexben, ha n pa´ros, ku¨lo¨nben
a ma´sodik nyer. Tova´bba´ a vesztes fe´lnek van olyan strate´gia´ja, amellyel nem vesz´ıt
a ta´bla o¨sszes mezeje´nek elfoglala´sa elo˝tt.
Vegyu¨k e´szre, hogy az a´ll´ıta´s ma´sodik fele´bo˝l ko¨vetkezik az elso˝; ezen alapszik az
eml´ıtett strate´gia. Megmutathato´, hogy gondolatmenet alkalmazhato´ a ford´ıtott y-
ja´te´kra is, ott a ta´bla pontsza´ma´nak, |V (Tn)|, parita´sa´n mu´lik a nyere´s, pa´ros me´retre
I, pa´ratlanra II nyer. Hasonlo´an definia´lhatjuk a ford´ıtott hipergra´f ja´te´kokat,
amelyek, ha lehet, me´g nehezebbek, mint a norma´l va´ltozat, hiszen a 2. te´tel sem
haszna´lhato´ ra´juk.11
10Legyen G = (V (G), E(G)) egy egyszeru˝ gra´f. Az η cimke´ze´s V (G) bijekcio´ja {1, . . . , |V (G)|}-
be. Az η sa´vsze´lesse´ge B(η,G) = max{|η(u)− η(v)| : uv ∈ E(G)}. A G gra´f sa´vsze´lesse´ge B(G) :=
minη{B(η,G)}. B(Tn) = n+1, mı´g pe´lda´ul a az n×n-es ne´gyzetra´csra, a Pn×Pn-re B(Pn×Pn) = n.
11Ebben a sokkal a´ltala´nosabb kombinatorikus ja´te´kokra hasonl´ıtanak, bo˝vebben [16, 19].
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3. Pa´ros´ıta´sok e´s matroidok
Nagyon hate´kony eszko¨z a ja´te´kelme´letben a pa´ros´ıta´s. Egy klasszikus feladatban
I e´s II egyforma e´rme´ket helyez egy ko¨ralaku´ asztalra. Az a´tfede´s nem megengedett,
e´s az vesz´ıt, aki nem tud le´pni. A kezdo˝ ko¨nnyen nyer a ko¨ze´ppontba te´ve, majd az
ellenfe´l le´pe´seit erre tu¨kro¨zve. (Persze ha az asztal nem ko¨ze´ppontosan szimmetrikus,
alig tudunk valamit.) Egy tengelyes tu¨kro¨ze´ssel nyerheto˝ a n × (n + 1)-es hex is a
ko¨zelebbi oldalakat o¨sszeko¨tni k´ıva´no´ fe´lnek, [16, 27].
A hipergra´f ja´te´kok pa´ros´ıta´si strate´gia´i a [31]-bo˝l sza´rmaznak. Alfred Hales e´s
Robert Jewett vezette be a HJ(n, d)-vel jelo¨lt ja´te´kokat, ahol n e´s d terme´szetes
sza´mok. A HJ(n, d) ta´bla´ja egy d dimenzio´s kocka, amelyik nd kisebb kocka´bo´l van
o¨sszerakva u´gy, hogy a nagy kocka minden e´le mente´n n kis kocka fekszik. Forma´lisan
a hipergra´f alaphalmaza a d hosszu´ sorozatok, ahol minden koordina´ta egy 1 e´s
n ko¨zo¨tt le´vo˝ ege´sz sza´m, azaz V (HJ(n, d)) = {1, ..., n}d. A hipergra´f e´lei azon
n elemu˝ re´szhalmazok, melyeknek elemei sorba rendezheto˝ek oly mo´don, hogy egy
ro¨gz´ıtett koordina´ta´ban az 1, 2, ..., n, az n, n − 1, ..., 1 vagy konstans e´rte´ket vesznek
fel a sorozatok. Persze a HJ(3, 2) nem ma´s, mint a tic-tac-toe, a HJ(4, 3) pedig a
tic-toc-tac-toe.
Defin´ıcio´: Egy χ : V 7→ {1, . . . , k} az F = (V,H) hipergra´f jo´ sz´ıneze´se, ha minden
A ∈ H halmaz ke´pe legala´bb ke´telemu˝. A minima´lis k, amelyre van jo´ sz´ıneze´s, F
kromatikus sza´ma, jele χ(F).
Ha egy F hipergra´fra a χ(F) > 2, akkor a rajta e´rtelmezett ott ja´te´k nem ve´gzo˝dhet
do¨ntetlenu¨l. Az y-ja´te´k mellett pe´lda´ul a HJ(3, 3) is ilyen. Ma´sre´szt a HJ(4, 3)
pe´lda arra, hogy I-nek lehet nyero˝ strate´gia´ja egy F = (V,H) ja´te´kban akkor is, ha
χ(F) = 2.
Hales-Jewett te´tel: Ba´rmely n terme´szetes sza´mra le´tezik olyan d > 0 ege´sz, hogy
a HJ(n, d) ja´te´k hipergra´fja´nak kromatikus sza´ma nagyobb, mint ketto˝.
I´gy az a ke´rde´s, milyen n e´s d mellett e´rhet el do¨ntetlent II? Ennek kimonda´sa´hoz
szu¨kse´g van az u´n. Ko˝nig-Hall te´telre, la´sd [40].
Adott ve´ges halmazoknak egy {Ai}mi=1 ve´ges rendszere. Egy S = {si}mi=1 ⊆ ∪mi=1 Ai
diszjunkt reprezenta´ns rendszer, ha si 6= sj, i 6= j-re e´s si ∈ Ai az i = 1, ...,m esete´n.
5. Te´tel. [Ko˝nig D.-Ph. Hall] A ve´ges halmazokbo´l a´llo´ {Ai}mi=1 halmazrendszernek
pontosan akkor le´tezik diszjunkt reprezenta´ns rendszere, ha minden I ⊆ {1, ...,m}
esete´n | ∪i∈I Ai| ≥ |I|.12
6. Te´tel. [Hales-Jewett] Ha egy ve´ges F = (V,H) hipergra´f ja´te´kban minden G ⊆ H
esete´n | ∪A∈G A| ≥ 2|G|, akkor a ja´te´k do¨ntetlen.
Bizony´ıta´s: Ha H = {A1, ..., Am}, legyen H∗ = {A1, A∗1, A2, A∗2, ..., Am, A∗m}, ahol
Ai = A
∗
i minden i = 1, ...,m-re. Ko¨nnyen elleno˝rizheto˝, hogy az | ∪A∈G A| ≥ 2|G|
12Ko˝nig De´nes a te´telt pa´ros gra´fokra vonatkozo´ alakban mondta ki. Marshall Hall Jr. 1949-ben
bela´tta olyan ve´gtelen halmazrendszerekre, amelyekben minden pont foksza´ma ve´ges, [32].
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felte´telbo˝l ko¨vetkezik, hogy minden G∗ ⊂ H∗ va´laszta´sra | ∪A∈G∗ A| ≥ |G∗|, azaz
a H∗ rendszerre alkalmazhato´ az 5. te´tel. Legyen a diszjunkt reprezenta´ns rendszer
S = {a1, a∗1, a2, a∗2, ..., am, a∗m}. II ko¨vesse az ala´bbi strate´gia´t: Valaha´nyszor I va´laszt
egy elemet S-bo˝l (ai-t vagy a
∗
i -ot), akkor II va´lassza a megegyezo˝ indexu˝t (a
∗
i -ot vagy
ai-t), ku¨lo¨nben tetszo˝legesen le´phet. I nem szerezheti meg Ai o¨sszes eleme´t egyetlen
i = 1, ...,m-re sem, mert az ai, a
∗
i ∈ Ai ko¨zu¨l legala´bb az egyiket II szerzi meg. 
Vegyu¨k e´szre, hogy a HJ(n, d) hipergra´fban minden pont legfeljebb 1
2
(3d−1) nyero˝
halmaznak eleme, ha n pa´ratlan. Pa´ros n-re ez a sza´m 2d−1. I´gy a 6. te´telt alkalmazza
egybo˝l kapjuk:
7. Te´tel. [Hales-Jewett, 1963] A HJ(n, d) do¨ntetlen, ha n ≥ 3d − 1 e´s n = 2l + 1,
vagy ha n ≥ 2d+1 − 2 e´s n = 2l.
Pa´ros´ıta´si strate´gia´val enne´l sokkal jobb korla´t nem adhato´, ma´s mo´dszerrel viszont,
ahogy azt la´tni fogjuk, igen. A ford´ıtott ja´te´k a parita´sto´l (is) fu¨gg, I (II) nem vesz´ıt
a ford´ıtott HJ(n, d)-ben, ha d pa´ratlan (pa´ros).13
A 6. te´telt (Marshall Hall Jr. jav´ıta´sa´val) alkalmazhatjuk a ve´gtelen ta´bla´n ja´tszott
k-amo˝ba´ra. Ez k ≥ 15 esete´n do¨ntetlent ad. Ha d-dimenzio´s ta´bla´n ja´tszunk, akkor
ez a korla´t k ≥ 2(3d − 1) − 1, [44]. Hales e´s Jewett megadott egy pa´ros´ıta´st, amely
k ≥ 9-re do¨ntetlent ad, de ez nem a 6. te´telen alapul, [16].
Sege´dja´te´kok. Egy pa´ros´ıta´s nem ma´s, mint a ta´bla sze´tva´ga´sa kisebb, ko¨nnyebben
a´ttekintheto˝ re´szekre. A re´szta´bla´kon a ja´te´kos egyma´sto´l fu¨ggetlen u´j, sege´dja´te´kokat
ja´tszik, amelyek egyu¨ttesen a ce´lja´hoz seg´ıtik.
Ennek egyik elso˝ pe´lda´ja Shannon e´s Pollak o¨tlete, amellyel a 9-amo˝ba´ra adtak
do¨ntetlen strate´gia´t. Ezt megjav´ıtotta egy, a T. G. L. Zetters a´lne´ven14 sz´ınre le´po˝








A Shannon-Pollak parketta´za´s. A T. G. L. Zetters parketta´za´s.
II, ha lehetse´ges, azon a re´szta´bla´n/parketta´n le´p, mint I. A Shannon-Pollak
parketta nyero˝ halmazait a ve´kony vonal jelo¨li; ez ne´gy darab, ha´rom elemu˝ halmaz.
13A {1, . . . , n}d kocka ko¨ze´ppontja´ra szimmetrikus le´pe´sekkel ez ele´rheto˝. Ha n pa´ratlan, I
elfoglalhatja a centrumot, ku¨lo¨nben II ja´tszhat ko¨ze´ppontos tu¨kro¨ze´ssel.
14Az a´lne´v re´gi foga´s a matematika´ban, amikor u´gy ve´li egy szerzo˝, hogy ta´mada´soknak lehet
ce´lta´bla´ja a munka´ja miatt, pl. Student, Blanche Descartes, Bourbaki, Alon Nilli stb. A 7-amo˝ba
kimenetele ma´ig nyitott, a megoldo´ja ba´tran va´llalhatna´. (Ilyen a 6-amo˝ba e´s a HJ(5, 3) is.)
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A T. G. L. Zetters parketta nyero˝halmazai a parketta ha´rom sora, ne´gy 45 fokos
a´tlo´ja e´s a ke´t, ve´kony vonallal jelo¨lt pa´r. Egy kis munka´val elleno˝rizheto˝, hogy (i) a
sege´dja´te´kokban nem vesz´ıt II, (ii) ha I nem nyer legala´bb egy sege´dja´te´kban, akkor
nem nyerheti meg a 9- illetve 8-amo˝ba´t sem.
Valo´ja´ban a fentiekben ero˝sebb a´ll´ıta´sokat igazoltunk, mint amiket kimondtunk.
A kezdo˝ ja´te´kos akkor sem tud nyero˝ halmazt megszerezni, ha a ma´sodiknak nincs
leheto˝se´ge ellenta´madni. Azaz hia´ba szerez meg II egy nyero˝ halmazt, a ja´te´k folyik
tova´bb. Ez a poz´ıcio´s ja´te´kok u´n. e´p´ıto˝-rombolo´ (Maker-Breaker) va´ltozata, ahol
az e´p´ıto˝ akkor nyer, ha megszerez egy nyero˝ halmazt, mı´g a rombolo´ akkor, ha ezt
megakada´lyozza.15 Ha II rombolo´ke´nt nyer ebben az e´p´ıto˝-rombolo´ va´ltozatban,
akkor do¨ntetlene van az eredetiben is. Ford´ıtva ez nem igaz, a tic-tac-toe-t a kezdo˝
e´p´ıto˝ke´nt megnyeri. Definia´lhato´ egy e´p´ıto˝-rombolo´ ja´te´k megford´ıta´sa is, nevezzu¨k
ezt suma´k-hajcsa´r (Avoider-Enforcer) ja´te´knak. Ebben a suma´k nyer, ha elkeru¨li
nyero˝ halmaz megszerze´se´t, a hajcsa´r pedig akkor, ha ra´ tudja ke´nyszer´ıteni ellenfe´let
egy nyero˝ halmaz elfoglala´sa´ra.
A pa´ros´ıta´sok e´s a ta´bla egye´b feloszta´sa hate´kony mo´dszer o¨nmaga´ban, vagy ma´s
eszko¨zo¨kkel kombina´lva. Tova´bbi pe´lda´k tala´lhato´ak erre a [8, 12, 14, 22, 45, 46, 49]
sza´mu´ ı´ra´sokban.
Sa´vsze´lesse´g ja´te´k. Legyen egy n pontu´ G gra´f sa´vsze´lesse´ge B(G), e´s a felek
felva´ltva helyezze´k G pontjaira a {1, . . . , n} sza´mokat. Aki egy x pontot q-val sza´moz,
u´gy, hogy egy x-szel szomsze´dos pont y pont ma´r sza´mozott r-rel e´s |q − r| ≥ B(G),
az vesz´ıt. Ko¨ze´ppontos tu¨kro¨ze´ssel a ta´bla´ra e´s {1, . . . , n}-re la´thato´, hogy a Pk ×Pk
ra´csra a kezdo˝ pontosan akkor nyer, ha k > 1 e´s pa´ratlan. Ma´s gra´fokra, mint pl. a
Tk nem ismert, hogyan kell ja´tszani, vagy az, hogy ki nyer.
16
Shannon-fe´le kapcsolo´ ja´te´k. Ez a ja´te´k a hex, az y-ja´te´k e´s a David Gale a´ltal
kigondolt Brigit minta´ja´ra ke´szu¨lt, [16]. Ezekben az o¨sszeko¨to˝s ja´te´kokban pontosan
az egyik fe´l nyer, ke´zenfekvo˝ ha´t, hogy e´p´ıto˝-rombolo´ forma´ban besze´lju¨nk ro´luk. Ha
adott egy G gra´f, akkor egy-egy e´lt17 va´lasztva fordulo´nke´nt az e´p´ıto˝ G egy fesz´ıto˝fa´ja´t
akarja megszerezni, mı´g a rombolo´ ce´lja az, hogy az e´p´ıto˝ e´leibo˝l a´llo´ re´szgra´f ne legyen
o¨sszefu¨ggo˝.
8. Te´tel. [Alfred Lehman, 1964, [39]] Tegyu¨k fel, hogy a rombolo´ kezdi a Shannon-
fe´le kapcsolo´ ja´te´kot. Egy adott n-pontu´ G gra´fra e´p´ıto˝ pontosan akkor nyer, ha G-ben
van ke´t diszjunkt fesz´ıto˝fa, F1 e´s F2.
15A nyere´s eldo¨nte´se mind a norma´l, mind az e´p´ıto˝-rombolo´ va´ltozatban PSPACE-teljes feladat,
ennek egyszeru˝ bizony´ıta´sa tala´lhato´ a [17] dolgozatban.
16Sza´mos kombinatorikai te´tel lehet effe´le elkeru¨lhetetlense´gi ja´te´k alapja. A felsoroltak mellett a
Ramsey, a van der Waerden e´s a Hales-Jewett te´telek ja´te´k ha´ttere´t kutatta´k nagy ero˝kkel, [4, 11].
17A hex e´s az y-ja´te´k szinte´n alapozhato´ egy-egy gra´fra, de ott nem az e´leket, hanem a pontokat
szerzik meg a ja´te´kosok. Ez a la´tszo´lag kis elte´re´s egy teljesen ma´s vila´gba visz; itt ke´pesek vagyunk
a nyero˝ strate´gia´k le´ıra´sa´ra.
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Bizony´ıta´s: ⇐: A ja´te´k i-edik menete´ben F i1 e´s F i2 fa´kro´l besze´lu¨nk majd a Gi
gra´fban. (G1 = G, F
1
1 = F1 e´s F
1
2 = F2.) Ha a rombolo´ az i-edik le´pe´sben nem az
E(F i1) ∪ E(F i2)-bo˝l va´laszt, akkor az e´p´ıto˝ ba´rmit le´phet. Ha mondjuk F i1-bo˝l vesz
egy ei e´lt rombolo´, akkor az E(F
i
1) \ {ei} e´lek a´ltal fesz´ıtett re´szgra´f pontosan ke´t, Ci1
e´s Ci2, komponensbo˝l a´ll. Az e´p´ıto˝ ekkor egy olyan fi ∈ F i2 e´lt va´laszt, mely a Ci1-t
o¨sszeko¨ti Ci2-vel. (A fa´k alapveto˝ tulajdonsa´gai a [40]-bo˝l felide´zheto˝k.) Mivel az fi
e´l ke´t ve´gpontja, xi e´s yi to¨bbe´ nem szakad el egyma´sto´l, hu´zzuk o¨ssze az fi e´lt.
18
Ko¨nnyen la´thato´, ha F i1 e´s F
i





F i+12 = F
i
2/fi szinte´n diszjunkt fesz´ıto˝fa´k Gi+1-ben. Tova´bba´ |V (Gi)|−1 = |V (Gi+1)|,
eze´rt |V (Gn−1)| = 1, e´s az {f1, . . . fn−1} e´lek G egy fesz´ıto˝fa´ja´t alkotja´k.
⇒: Tegyu¨k fel, hogy az e´p´ıto˝ nyer e´s lopja el ezt a strate´gia´t a rombolo´. A ja´te´k
ve´ge´re a rombolo´ megszerzi az Fr, az e´p´ıto˝ pedig az Fm fesz´ıto˝fa e´leit, amelyek G-ben
vannak e´s diszjunktak. 
Megjegyze´s. A fenti e´rvele´st eredetileg nem gra´fokra, hanem matroidokat adta´k.
A matroidoknak sok egyene´rte´ku˝ jellemze´se van, neku¨nk most a ba´zis fogalma a
legke´nyelmesebb. A ve´ges V halmaz feletti B halmazrendszert egy matroid ba´zisainak
nevezzu¨k, ha
1. B nem-u¨res,
2. ∀ A,B ∈ B, ∀ x ∈ A \B esete´n ∃ y ∈ B \ A, hogy {A \ {x}} ∪ {y} ∈ B.
Ezzel a 8. te´tel a´ltala´nosabb forma´ban ı´gy szo´l: Ha az e´p´ıto˝-rombolo´ (V,B) poz´ıcio´s
ja´te´kban a rombolo´ kezd, akkor az e´p´ıto˝ pontosan akkor nyer, ha le´teznek A,B ∈ B
halmazok u´gy, hogy A ∩ B = ∅. Az e´lek to¨rle´se e´s kontrakcio´ja terme´szetes matroid
mu˝veletek, a 2. axio´ma mintha a fenti bizony´ıta´sra lenne szabva.19 A 8. te´tel olyan
helyzetekben is mu˝ko¨dik, amikor pa´ros´ıta´si strate´gia biztosan nem le´tezik. Vegyu¨k a
teljes gra´fot az {x, y, v, w} pontokon, e´s a q, z pontokat u´gy, hogy q szomsze´dos x-szel
e´s y-nal, z pedig v-vel e´s w-vel.
4. A ve´letlen mo´dszer e´s a su´lyfu¨ggve´nyek
A ve´letlen mo´dszerek a matematika legto¨bb a´ga´ban jelento˝s szerepet ja´tszanak, a
kombinatorika´ban e´s a ja´te´kelme´letben pedig alapveto˝t. Az inka´bb a meglepo˝, hogy
viszonylag ke´so˝n jelentek meg a poz´ıcio´s ja´te´kokban. Az a´tto¨re´st Erdo˝s Pa´l e´s John
Selfridge 1973-as eredme´nye, la´sd [24], hozta.20
18Az u´j gra´fban, Gi+1-ben xi e´s yi helyett egy u´j, zi pontot veszu¨nk fel, melyet xi e´s yi o¨sszes
szomsze´dja´val ko¨tu¨nk o¨ssze, jelben Gi+1 = Gi/fi.
19A la´tszat csal, hiszen a matroidokat ma´r Hassler Whitney [53] vizsga´lta az 1930-as e´vekben.
Lehman te´tele jelento˝sen no¨velte a matroidok elfogadottsa´ga´t. Ezt megelo˝zo˝en pl. William Tutte
ne´ha´ny matroidokra vonatkozo´ klasszikus eredme´nye´t inka´bb gra´fokra mondta ki, [36]. Azo´ta viszont
a matroidok a kombinatorika, a kombinatorikus optimaliza´la´s e´s a ve´ges geometria fontos re´sze´ve´
va´ltak.
20John H. Conway h´ıres be´ka´s proble´ma´ja is lehetett volna volna a kezdet, [16]. Az ott haszna´lt
su´lyfu¨ggve´nynek viszont nincs ko¨zvetlen valo´sz´ınu˝se´gi jelente´se, tala´n emiatt maradt visszhangtalan.
10 PLUHA´R ANDRA´S
9. Te´tel. [Erdo˝s-Selfridge, 1973] Tegyu¨k fel, hogy egy F = (V,H) hipergra´f ja´te´k
e´p´ıto˝-rombolo´ va´ltozata´ban az e´p´ıto˝ kezd, e´s
∑
A∈H 2
−|A|+1 < 1. Ekkor a rombolo´ nyer.
Bizony´ıta´s: Legyen az e´p´ıto˝ i-edik le´pe´se xi, mı´g a rombolo´e´ yi, Xi = {x1, . . . , xi},
Yi = {y1, . . . , yi} e´s Ai(I) = |A ∩Xi|, illetve Ai(II) = |A ∩ Yi−1|.
Egy A ∈ H halmaz su´lya az i-edik le´pe´sben:
wi(A) =
{
2−|A|+Ai(I) ha Ai(II) = 0
0 ku¨lo¨nben
Egy x ∈ V elem su´lya wi(x) =
∑
x∈Awi(A), a potencia´l pedig wi =
∑
A∈Hwi(A).
A rombolo´ az u´n. moho´ algoritmust ko¨veti, azt a z ∈ V \ (Xi ∪ Yi−1) elemet veszi
az i-edik le´pe´sben, amelyre a wi(z) e´rte´k maxima´lis. Ez a wi ≥ wi+1 egyenlo˝tlense´get
adja minden i-re. Valo´ban, wi+1 ≤ wi−wi(yi)+wi(xi+1), hisz a rombolo´ i-edik le´pe´se
wi(yi)-vel cso¨kkenti, mı´g az e´p´ıto˝ az i+ 1-edik le´pe´se legfeljebb wi(xi+1)-el no¨velheti
a potencia´lt, hisz pontosan azoknak az xi+1-et tartalmazo´ halmazok su´lya´t dupla´zza
meg, amelyeknek nem eleme yi. A moho´ algoritmus miatt wi(yi) ≥ wi(xi+1), ı´gy
ado´dik a potencia´l monotonita´sa. Ma´sre´szt w1 ≤ 2w0 mivel x1 azon halmazok su´lya´t
dupla´zza, amelyeknek eleme.
Eze´rt a 9. te´tel felte´tele miatt w1 ≤ 2w0 =
∑
A∈E(H) 2
−|A|+1 < 1. Tegyu¨k fel, hogy
az e´p´ıto˝ megnyeri a ja´te´kot, mondjuk a k-adik le´pe´sben. Ez azt jelenti, hogy van
olyan A∗ ∈ H, amelyre |A∗| = A∗k(I), ı´gy
1 > w1 ≥ wk =
∑
A∈E(H)
wk(A) ≥ wk(A∗) = 2−|A∗|+A∗k(I) = 20 = 1.
Azaz a felteve´su¨nk, hogy az e´p´ıto˝ nyer, ellentmonda´sra vezet. 
Vegyu¨k e´szre, hogy amı´g a 6. te´tel csak a ritka, de tetszo˝leges me´retu˝, addig a
9. te´tel a su˝ru˝, de legfeljebb exponencia´lis me´retu˝ hipergra´fokra adhat eredme´nyt. A
mo´dszerek re´szben o¨sszevegy´ıtheto˝ek, la´sd [8, 11, 12].
A 9. te´tel vezet a hate´kony derandomiza´cio´khoz e´s a ja´te´kok me´lyebb mege´rte´se´hez.
Ez konkre´tan e´ppen Erdo˝s egy re´gi te´tele´nek bizony´ıta´sa´bo´l tu¨nteti el a ve´letlent, mely
szerint ha egy F = (V,H) hipergra´fra a ∑A∈H 2−|A|+1 < 1, akkor χ(F) ≤ 2. Vegyu¨k
e´szre, ha V pontjait egyma´sto´l fu¨ggetlenu¨l, 1/2−1/2 valo´sz´ınu˝se´ggel sz´ınezzu¨k ke´kre




E < 1, lennie kell egy jo´ sz´ıneze´snek, [1]. Eze´rt az o¨sszes 2|V | darab ketto˝ sz´ıneze´sbo˝l
legala´bb egy jo´.
Az F parame´tereiben polinom ido˝ben is adhatunk egy jo´ sz´ıneze´st: ja´tszon mindke´t
ja´te´kos u´gy, mintha rombolo´ lenne. A wi(A) su´ly annak a felte´teles valo´sz´ınu˝se´ge,
hogy A pe´lda´ul ke´k lesz, ha az i-edik le´pe´sto˝l pe´nzfeldoba´ssal sz´ınezu¨nk. A ja´te´kok
vizsga´lata´hoz is kapunk egy veze´rfonalat, amely sokszor seg´ıt.
21Ez egy e´rme isme´telt feldoba´sa´val ele´rheto˝. A pe´lda mutatja, mekkora ereje van a ve´letlennek.
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A ve´letlen heurisztika. Csere´lju¨k ki a ke´t to¨ke´letesen ja´tszo´ ja´te´kost ke´t teljesen
ve´letlenu¨l ja´tszo´ra. Nagyja´bo´l ugyanaz lesz a ve´geredme´ny.22
A valo´sz´ınu˝se´gsza´mı´ta´si mo´dszer e´s a poz´ıcio´s ja´te´kok elme´lete ko¨zt szoros kapcsolat
van. Le´nyege´ben minden mo´dszernek az elso˝bo˝l megvan a megfelelo˝je a ma´sodikbo´l.
A 9. te´tel, e´s fo˝ke´ppen a bizony´ıta´si mo´dszere, az u´n. elso˝ momentum mo´dszer de-
randomiza´la´sa. I´gy sza´rmaztathato´ a (ja´te´kelme´leti) ma´sodik momentum mo´dszer,
Lova´sz loka´lis lemma stb, [1, 9, 12].
A 9. te´tel e´les, vannak olyan F hipergra´fok, melyre ∑A∈H 2−|A|+1 = 1, e´s az e´p´ıto˝
nyer. Legyen Tn egy n-szintes bina´ris fa, V = V (Tn) e´s A ∈ H, ha A a gyo¨ke´r e´s
egy leve´l ko¨zti u´t pontjaibo´l a´ll. (Az e´p´ıto˝ a gyo¨keret foglalja el, majd marade´kbo´l
mindig annak a re´szfa´nak a gyo¨kere´t, amelyiket elkeru¨lte a rombolo´.) Egy ma´sik
pe´lda: V = ∪n−1i=1 {xi, yi} ∪ z, A ∈ H ha z ∈ A e´s |A ∩ {xi, yi}| > 0 minden i-re. (Itt
az e´p´ıto˝ z-t veszi elo˝szo¨r, majd ha a rombolo´ egy {xi, yi} pa´r egyik eleme´t va´lasztja,
akkor o˝ a ma´sikat.)
Beck Jo´zsef a [12]-ben vizsga´lta a ke´rdezo˝-va´laszto´ (Picker-Chooser) e´s va´laszto´-
ke´rdezo˝ (Chooser-Picker) ja´te´kokat. Itt a ke´rdezo˝ (Picker) kivesz ke´t elemet, legyenek
ezek {xi, yi} az i-edik fordulo´ban, majd a va´laszto´ (Chooser) do¨nthet, az egyiket a
saja´t, a ma´sikat a ke´rdezo˝ sz´ıne´re festi. Az elso˝ helyen a´llo´ ja´te´kos az e´p´ıto˝, mı´g
a ma´sik a rombolo´ szerepet kapja. A tapasztalat szerint a ke´rdezo˝ helyzete nem
rosszabb, mintha egy e´p´ıto˝-rombolo´ ja´te´kot kellene ja´tszania. Ezt a heurisztika´t fejti
ki Beck a [10]-ben, pontosabb forma´ja´t pedig szerzo˝ta´rsaimban a [21] dolgozatban
adjuk meg:
10. Sejte´s. [Beck] A ke´rdezo˝ nyeri a ke´rdezo˝-va´laszto´ (va´laszto´-ke´rdezo˝) ja´te´kot az
F = (V,H) hipergra´fon, ha e´p´ıto˝ (rombolo´), mint ma´sodik ja´te´kos nyeri az e´p´ıto˝-
rombolo´ ja´te´kot az F hipergra´fon.
Egyelo˝re csak ne´ha´ny ja´te´kra23 bizony´ıtott a 10. sejte´s, la´sd [10, 21], az a´ltala´nos
eset nem ige´rkezik ko¨nnyu˝nek. Jo´val kora´bban, la´sd [13], felvetette Beck Jo´zsef a
ke´rdezo˝-va´laszto´ ja´te´khoz hasonlo´, az u´n. megb´ızo´-festo˝ ja´te´kot. Ebben a megb´ızo´ a
ke´rdezo˝, a festo˝ pedig a va´laszto´. A megb´ızo´ nyer, ha lesz egysz´ınu˝ halmaz, ku¨lo¨nben
a monoto´nia´t keru¨lo˝ festo˝ a nyero˝. A [13] tartalmazza a 9. te´telt megb´ızo´-festo˝
ja´te´kokra; a bizony´ıta´s a szoka´sos su´lyfu¨ggve´ny mo´dszer.
Az e´rdekesse´g kedve´e´rt most bemutatunk egy ve´letlen mo´dszert haszna´lo´ gondo-
latmenetet; hasonlo´t Joel Spencer haszna´lt a ve´gleges´ıte´s ja´te´k (tenured game) el-
emze´sben, [1, 50].




22Terme´szetesen a ve´letlen heurisztika csak elv, sokszor e´rve´nyes, ne´ha nem. De ba´rmely ja´te´k
esete´n ce´lszeru˝ megne´zni, hogy mit jo´sol. Ve´letlenu¨l ja´tszani viszont csak ritka´n e´rdemes, la´sd [15].
23Ilyenek a ke´so˝bb eml´ıtett Ramsey ja´te´kok. Tova´bba´ me´g a 8. te´tel, a 8-amo˝ba e´s a HJ(4, 2)
va´laszto´-ke´rdezo˝ va´ltozata. A 9. te´tel va´laszto´-ke´rdezo˝ va´ltozata´t egyelo˝re nem sikeru¨lt teljes
ereje´ben igazolni, ba´r ez a 10. sejte´s egyik lege´rdekesebb specia´lis esete.
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Bizony´ıta´s: Sz´ınezze a festo˝ a kapott elemeket pe´nzfeldoba´ssal. Ne´zzu¨k meg, milyen
valo´sz´ınu˝se´ggel lesz egysz´ınu˝ egy A ∈ E(H) halmaz. Ha egy {xi, yi} ⊂ A, akkor nem
lehet egysz´ınu˝ A. Ha |{xi, yi} ∩ A| ≤ 1 minden i-re, akkor ez a valo´sz´ınu˝se´g 2−|A|+1.
Eze´rt az egysz´ınu˝ halmazok va´rhato´ sza´ma E ≤ ∑A∈H 2−|A|+1 < 1 a megb´ızo´
ba´rmely strate´gia´ja esete´n. Ha a megb´ızo´nak lenne nyero˝ strate´gia´ja, akkor minden
ja´te´k ve´ge´n lenne egysz´ınu˝ halmaz, azaz E ≥ 1. Mivel a ja´te´k nem lehet do¨ntetlen,
ı´gy a 1. te´tel miatt a festo˝nek van nyero˝ strate´gia´ja. 
Elfogult ja´te´kok. Su˝ru˝ gra´fokra is e´rdekesse´ teheto˝ a Shannon-fe´le kapcsolo´ ja´te´k,
ha a rombolo´ nem egy, hanem to¨bb, mondjuk b e´lt vehet el egyszerre, [18]. Ha a
Kn-en (n-pontu´ teljes gra´f) ja´tszunk, van egy b0 to¨re´spont, azzal, ha b < b0, akkor az
e´p´ıto˝, ha b > b0 akkor meg a rombolo´ nyer.
24 A fenti pe´lda´ban b0 ≈ n/ log n, vagyis
az e´p´ıto˝ e´lei akkor ko¨tik o¨ssze a pontokat, ha enne´l jo´val kisebb a b, e´s akkor nem,
ha b >> b0. Az e´p´ıto˝ a´ltal megszerezheto˝ re´szgra´f ma´s P tulajdonsa´gai is e´rdekesek:
Hamilton ko¨r vagy hosszu´ utak le´te, [7, 9, 51], a legnagyobb komponens me´rete, [15],
az a´tme´ro˝, [3] vagy a minima´lis foksza´m, [9, 52].
Az egyik legfontosabb eszko¨z a 9. te´tel a´ltala´nos´ıta´sa, Beck Jo´zsef, [5]. A (V,H, a, b)
hipergra´f ja´te´k szaba´lyaiban megegyezik a F = (V,H) ja´te´kkal, csak az egyik fe´l,
(e´p´ıto˝-rombolo´ va´ltozatban az e´p´ıto˝) a, a ma´sik (rombolo´) pedig b elemet vehet for-
dulo´nke´nt.




1−|A|/a < 1, akkor a rombolo´ nyer.
Igazolni a kora´bbi su´lyfu¨ggve´nyek kis mo´dos´ıta´sa´val lehet. Ez a te´tel is e´les, azaz
a felte´telben egyenlo˝se´get ı´rva ma´r nem igaz.
Felmeru¨l, honnan lehet megtippelni, mit va´rjunk egy-egy gra´f ja´te´kban, azaz mi-
lyen a e´s b e´rte´k mellett e´rhet el az e´p´ıto˝ egy P tulajdonsa´got? Itt u´jra a ve´letlen
heurisztika ja´tszik do¨nto˝ szerepet, a ve´letlen gra´fokra alapozva, [1].
A G(n,p). A G(n, p) valo´sz´ınu˝se´gi mezo˝ u´gy keletkezik, hogy az n pontu´ teljes gra´f
e´leit egyma´sto´l teljesen fu¨ggetlenu¨l, p valo´sz´ınu˝se´ggel hagyjuk meg.25
A G(n, p)-re vonatkozo´ eredme´nyek jo´ re´sze arro´l szo´l, ha adott egy P monoton
gra´ftulajdonsa´g26 akkor milyen p0 akkor egy G ∈ G(n, p) milyen fP(p) valo´sz´ınu˝se´ggel
P tulajdonsa´gu´? Ha P nem trivia´lis, akkor fP(0) = 0, fP(1) = 1, e´s fP(p) monoton
no¨vo˝ p-ben. Sok esetben van egy olyan p0 ku¨szo¨b, ami ko¨ru¨l ugrik fel fP majdnem
nulla´ro´l majdnem egyre, [1].
A ve´letlen gra´f heurisztika. A P monoton gra´ftulajdonsa´g ele´re´se´t ce´lzo´, a Kn
e´lein folyo´ e´p´ıto˝-rombolo´ ja´te´k b0 to¨re´spontja ott van, ahol a megegyezo˝ e´lsu˝ru˝se´get
24A b0 pontos e´rte´ke´nek kisza´mı´ta´sa to¨bbnyire reme´nytelen, a´ltala´ban csak becsle´sek adhato´k.
25Sok ma´s ve´letlen gra´f modellt is haszna´lnak. A perkola´cio´ elme´letben ra´csok e´leit veszik p
valo´sz´ınu˝se´ggel, az u´n. kis-vila´g gra´fok le´ıra´sa´ra egy hatva´nyto¨rve´nyt ko¨veto˝ foksza´m eloszla´su´ak
ko¨zu¨l hu´znak egyet egyenletes eloszla´s szerint.
26A P atto´l monoton, ha egy G rendelkezik vele, akkor u´j e´lek ve´ve G-hez megmarad P. Monoton
pl. az o¨sszefu¨ggo˝se´g, Hamilton ko¨r le´te, de nem ilyen Euler ko¨re´.
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ado´ p0 ku¨szo¨b e´rte´ke P-nek a G(n, p)-ban. Pontosabban, b0 ≈ a(1 − p0)/p0, vagy
p0 ≈ a/(a+ b0), [5].
Ez a heurisztika oly eredme´nyes, hogy az a ku¨lo¨nleges, ha nem ad jo´ eredme´nyt.
Erre pe´lda az a´tme´ro˝ ja´te´k, la´sd [3]. Itt egy ro¨gz´ıtett d ∈ N-re az e´p´ıto˝ azt szeretne´, ha
a re´szgra´fja´nak a´tme´ro˝je 27 nem haladna´ meg d-t. Jelo¨lju¨k ezt Dd(a, b)-vel, ahol a e´s b,
mint eddig. A ve´letlen gra´f heurisztika szerint az e´p´ıto˝nek nyernie kellene az D2(1, 1)
ja´te´kot, hisz egy ve´letlen G ∈ G(n, 1/2) gra´fra nagy valo´sz´ınu˝se´ggel diam(G) = 2. Ez
nincs ı´gy, a rombolo´ nyeri a D2(1, 1) ja´te´kot, ha n ≥ 4. (A rombolo´ vesz egy xy e´lt,
majd pa´ros´ıta´st ja´tszik: az e´p´ıto˝ egy xz le´pe´se´re yz-vel, az yz-re pedig xz-vel felel.)
Ugyanakkor, ha az e´p´ıto˝ ke´t e´lt vehet le´pe´senke´nt, akkor majdnem helyrea´ll a rend;
az e´p´ıto˝ nyeri a D2(2, b) ja´te´kot, ha b ≤ 0.25n1/7/(lnn)3/7 e´s n ele´g nagy, la´sd [3].
Magukon a ve´letlen gra´fokon is e´rtelmezheto˝k poz´ıcio´s ja´te´kok, itt ko¨vetju¨k Milosˇ
Stojakovic´ e´s Szabo´ Tibor le´ıra´sa´t a [51]-bo˝l. Adott egy (V,H, a, b) hipergra´f ja´te´k.
A (Vp,Hp, a, b) ve´letlen ja´te´k olyan ja´te´kok valo´sz´ınu˝se´gi mezo˝je, melyekre minden
x ∈ V egyma´sto´l fu¨ggetlenu¨l, p valo´sz´ınu˝se´ggel keru¨l Vp-be, e´s az Hp = {W ∈ H :
W ⊂ Vp}. Ha pe´lda´ul V = E(Kn) e´s H a Kn gra´f fesz´ıto˝fa´i, akkor felteheto˝ a
ke´rde´s, milyen p e´rte´kekre nyer az e´p´ıto˝ (rombolo´) nagy valo´sz´ınu˝se´ggel a (Vp,Hp, a, b)
ve´letlen ja´te´kban? Mint a ve´letlen gra´f heurisztika alapja´n ez va´rhato´, lesz egy bp
to¨re´spont, tova´bba´ bp = Θ(pn/ log n), felte´ve hogy p ≥ c log n/n, valamely c > 0-ra,
[51].
Egy poz´ıcio´s ja´te´kban a le´pe´s joga is fu¨gghet a ve´letlento˝l. Yuval Peres e´s ta´rsai a
[43]-ban egy olyan hexet vizsga´lnak, ahol minden fordulo´ban e´rmedoba´ssal do¨ntik el,
hogy melyik fe´l le´phet. To¨bbfe´le alaku´ ta´bla definia´lhato´, de a ve´letlen heurisztika
hiba´tlanul jo´sol: ugyanakkora valo´sz´ınu˝se´ggel nyer az egyik, mondjuk a fehe´r, a
to¨ke´letesen, mint a ve´letlenu¨l ja´tszo´ ellenfelek esete´n. Meglepo˝ mo´don az n × n
ve´letlen hex ba´rmely a´lla´sa´ban az optima´lis strate´gia polinom ido˝ben kisza´mı´thato´
e´s a va´lasztando´ mezo˝ mindke´t fe´lre ugyanaz. A ja´te´k szoros kapcsolatban van a
hatszo¨gra´cs perkola´cio´ elme´lete´vel e´s, hata´ra´tmenetben, a konform leke´pze´sekkel.
A´ltala´ban is besze´lhetu¨nk egy (V,H) ja´te´k ve´letlen va´ltozata´ro´l; erre kiterjesztheto˝
a 9. te´tel.
Erdo˝s-Selfridge ve´letlen ja´te´kra. Ha a (V,H) hipergra´f ja´te´k ve´letlen va´ltozata´ra∑
A∈H 2
−|A| < 1, akkor azt legala´bb 1/2 valo´sz´ınu˝se´ggel nyeri a rombolo´.
Bizony´ıta´s: Ja´tszon a rombolo´ u´gy, mint a 9. te´telben. Ekkor E[wi+1] ≤ E[wi] < 1
minden i-re, e´s ebbo˝l a Markov egyenlo˝tlense´g adja az a´ll´ıta´st. 
A ma´sodik momentum mo´dszer. Egy G ∈ G(n, 1/2)-ben a legnagyobb klikk
me´rete, ω(G) a legto¨bb n-re nagy valo´sz´ınu˝se´ggel egy kn e´rte´kre koncentra´lo´dik,
28 [1].
Ez a kn, pontosabban a qn = kn− 2 = 2 log2 n− 2 log2 log2 n+ 2 log2 e− 3 sza´m do¨nto˝
27Egy G gra´f a´tme´ro˝je, diam(G) = maxx,y∈V (G) d(x, y), ahol d(x, y) az x e´s y pontok ko¨zti
legro¨videbb u´t hossza.
28A koncentra´cio´ bizony´ıta´sa´nak eszko¨ze a ma´sodik momentum mo´dszer.
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szerepet ja´tszik a Ramsey ja´te´kokban. Itt a felek a Kn e´leit veszik, e´s a ce´l (vagy e´ppen
elkeru¨lendo˝ dolog) egy Kq re´szgra´f o¨sszes e´le´nek megszerze´se. Beck Jo´zsef bela´tta a
[10]-ben, hogy qn a Ramsey ja´te´kok to¨re´spont nagy n-ekre. Pontosabban ha qn nincs
nagyon ko¨zel egy ege´szhez, akkor q ≤ bqnc-ra lesz egysz´ınu˝ Kq, mı´g ha q ≥ dqne,
akkor ez elkeru¨lheto˝.29 A ve´letlen heurisztika megint jo´l mu˝ko¨dik, hisz a qn nemcsak
az e´p´ıto˝-rombolo´, suma´k-hajcsa´r, de a ke´rdezo˝-va´laszto´ ja´te´kokra is e´rve´nyes. Szinte´n
a derandomiza´cio´ az o¨tlet a foksza´m ja´te´kban, [3, 9, 52], itt az e´p´ıto˝ ce´lja a Kn e´leibo˝l
minden pontna´l legala´bb n/2−k e´lt megszerezni. Ha k ≥ √n log n, akkor az e´p´ıto˝, ha
k ≤ √n/24, akkor a rombolo´ nyer. Hasonlo´ igaz ke´rdezo˝-va´laszto´, vagy megb´ızo´-festo˝
ja´te´kokra; az uto´bbi also´ korla´tja ku¨lo¨no¨sen egyszeru˝.
A megb´ızo´-festo˝ foksza´m ja´te´k. Itt a festo˝ akkor nyer, ha az lesz olyan x, melyne´l




akkor a festo˝ nyer.
Bizony´ıta´s: (Beck o¨tlete alapja´n, la´sd [9].) Az H a gra´f egy-egy pontja´ra illeszkedo˝
e´lek halmazai. Egy A ∈ H-ra jelo¨lje Ai(F ) ill. Ai(M) a festo˝ ill. a megb´ızo´ a´ltal
az i-edik fordulo´ ve´ge´ig elfoglalt elemeinek a sza´ma´t. Tova´bba´ az A su´lya wi(A) =




i (A). A w
2
i (A) va´ltoza´sa (ha pont egy e´le´t sz´ınezzu¨k)
w2i+1 = w
2
i (A) ± 2wi(A) + 1, eze´rt a festo˝ mindig ele´rheti, hogy wi + 2 ≤ wi+1. A
ja´te´k ve´ge´n a wm/2 ≥ m, eze´rt lesz olyan A∗, melyre w2m/2(A∗) ≥ m, vagy wm/2(A∗) ≥√
m = k. Ekkor viszont az egyik ja´te´kosnak k-val to¨bb e´le van az A∗-nak megfelelo˝
pontna´l, mint a ma´siknak. 
Ritka hipergra´fok. Tegyu¨k fel, hogy egy F = (V,H) hipergra´fban minden A ∈ H-
ra az |A| ≥ n e´s A legfeljebb d ma´sikkal e´llel metszo˝dik. Ekkor az u´n. Lova´sz-fe´le
loka´lis lemma´bo´l ko¨vetkezik, ha d ≤ 2n−3, akkor χ(F) ≤ 2, la´sd [1, 23]. Soka´ig nem
volt azonban vila´gos, hogyan tala´lhatjuk meg gyorsan (polinom ido˝ben) az F egy jo´
sz´ıneze´se´t. Kicsivel ero˝sebb felte´telek mellett Beck Jo´zsef le´ırt egy ilyen algoritmust
a [8]-ban. Ezek alapja´n azt va´rna´nk, ha d nem tu´l nagy (pe´lda´ul d ≤ 2n/2), akkor az
e´p´ıto˝-rombolo´ ja´te´kot a rombolo´ nyeri a H-n.
A´ltala´ban ez a ke´rde´s teljesen nyitott, de az u´n. majdnem diszjunkt hipergra´fok
esete´ben to¨bbet tudunk. A F = (V,H) hipergra´f majdnem diszjunkt, ha A 6= B ⇒
|A ∩ B| ≤ 1, minden A,B ∈ H-ra. Ez teljesu¨l a HJ(n, d) ja´te´kokra; ekkor megmu-
tathato´, le´teznek olyan c1, c2 > 0 konstansok, hogy a rombolo´ nyer, ha d < c1n
2/ log n,
mı´g az e´p´ıto˝ nyer, ha d > c2n
2, la´sd [11, 12]. Ha F = (V,H) majdnem diszjunkt e´s
|A| ≤ 3 minden A ∈ H, akkor polinom ido˝ben eldo¨ntheto˝ az e´p´ıto˝-rombolo´ ja´te´k,
la´sd [37].
U´jrafelhaszna´lt ja´te´kok. A malomhoz (Nine Men’s Morris) hasonlo´ poz´ıcio´s ja´te´kok
az ala´bbiak. Adott egyH hipergra´f e´s egy n parame´ter. Az elso˝ n le´pesben a szoka´sos
mo´don ja´tszanak a felek, majd uta´nna a ma´r lerakott (saja´t) jeleket lehet a´thelyezni.
Ha egy e´p´ıto˝-rombolo´ F ja´te´kban a rombolo´nak van nyero˝ pa´ros´ıta´si strate´gia´ja, akkor
29Vegyu¨k e´szre, hogy ez le´nyege´ben teljesen pontos eredme´ny!
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ez haszna´lhato´ az RF u´jrafelhaszna´lt va´ltozatban is.30 Nyitott ke´rde´s viszont, hogy
a´ltala´nos´ıthato´-e a 9. te´tel? Ne´ha´ny, Kaplansky t´ıpusu´ u´jrafelhaszna´lt ja´te´kra vannak
nem trivia´lis eredme´nyek.
Kaplansky eredeti proble´ma´ja´ban az R2 pontjait vehetik felva´ltva a ja´te´kosok,
k ∈ N ro¨gz´ıtett. Az nyer, akinek elo˝szo¨r k pontja egy olyan ` egyenesen, amin az
ellenfele´nek nincsen pontja. (Az e´p´ıto˝-rombolo´ va´ltozatban e´p´ıto˝ akkor nyer, ha lesz
olyan ` egyenes, amelyen neki k pontja van, mı´g a rombolo´nak egy sem.) A [6]-ban,
to¨bbek ko¨zt szerepel olyan c1, c2 > 0 konstansok le´te, hogy az n le´pe´sig tarto´ ja´te´kot
a rombolo´ nyeri, ha k > c1 log n, e´s az e´p´ıto˝ nyeri, ha k < c2 log n. Az e´p´ıto˝ nyere´se
az R2 egy alkalmasan va´lasztott ve´ges S halmaza´n e´s az ala´bbi te´telen alapul. Itt
∆2(F) = maxx,y∈V |{A : x, y ∈ A ∈ H}|.







≥ p2q2(p+ q)−3∆2(H)|V |.
Ha csak a v´ızszintes, fu¨ggo˝leges e´s ±1 meredekse´gu˝ egyeneseken ja´tszunk, e´s p = 2,
q = 1 akkor vannak olyan c1, c2 > 0 konstansok, hogy az u´jrafelhaszna´lt Kaplansky
ja´te´kot a rombolo´ nyeri ha k > c1 log n, mı´g az e´p´ıto˝ nyer, ha k < c2 log n, la´sd [47].
Ugyanitt tala´lhato´, hogy az a´ltala´nos esetben (azaz az R2 o¨sszes egyenese´t tekintve)
a rombolo´ nyer, ha k > 2n1/3.
Az uto´bbi eredme´ny Szemere´di Endre e´s William Trotter egy klasszikus kombina-
torikus geometriai te´tele´n mu´lik.31 Egy illeszkede´s egy (p, L) pa´r, ahol p ∈ R2, L egy
egyenes e´s p ∈ L.
Szemere´di-Trotter te´tel. Vegyu¨nk n pontot e´s m egyenest a s´ıkon, e´s legyen I az
illeszkede´sek sza´ma. Ekkor I ≤ c(n+m+ (nm)2/3), ahol c egy abszolu´t konstans.
I´gy ha m azon egyenesek sza´ma, amelyek mindegyike legala´bb k pontja´t tartal-
mazza egy n-pontu´ halmaznak, akkor m ≤ c2n2/k3, ha k ≤
√
n, ahol c2 konstans. Ez
garanta´lja, hogy a rombolo´nak mindig lesz egy olyan pontja, amelynek elmozd´ıta´sa
nem befolya´sol egy megfelelo˝ su´lyfu¨ggve´nyt, [47].
Alakzatok a s´ıkon. Szinte´n a Kaplansky ja´te´k motiva´lta az ala´bbi t´ıpusu´ proble´-
ma´kat, la´sd [14]. Adott egy k pontbo´l a´llo´ D alakzat a s´ıkon, e´s az e´p´ıto˝ akkor nyer,
ha megszerzi az o¨sszes pontja´t valamely φ(D)-nek, ahol φ az R2 mozga´scsoportja´nak
egy eleme.
Te´tel. [Beck, [14]] Az e´p´ıto˝ nyeri az alakzat ja´te´kot a s´ıkon minden ve´ges D esete´n.
Beck o¨tletes konstrukcio´val egyfajta ve´ges ra´csot ke´sz´ıt a D elforgatott, eltolt
pe´lda´nyaibo´l, majd a fent eml´ıtett, [6]-beli te´telt alkalmazza.32
30Az Rk-amo˝ba´t a rombolo´ nyeri, ha k ≥ 9. A k = 8-ra ma´r nem vila´gos a helyzet.
31Ennek egy nagyon sze´p, a ve´letlen mo´dszert haszna´lo´ bizony´ıta´sa´t adta Sze´kely La´szlo´, la´sd [1].
32A ja´te´k hossza ezzel a strate´gia´val o´ria´si ma´r akkor is, ha D egy szaba´lyos o¨tszo¨g csu´cshalmaza.
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5. Nyitott proble´ma´k
Az eddigiekbo˝l tala´n az a ke´p alakult ki, hogy a hipergra´f ja´te´kok elme´lete nagyja´bo´l
leza´rt, jelento˝s u´j eredme´nyek nem va´rhato´k. A´tto¨re´seket terme´szetesen nem tudunk
ı´ge´rni, de arro´l szo´ sincs, hogy ne lenne meg ennek a leheto˝se´ge. To¨me´rdek ja´te´kro´l
alig tudunk valamit, illetve a PSPACE-teljesse´g miatt ege´szen kicsiny ja´te´kok sem old-
hato´k meg sza´mı´to´ge´ppel.33 Ne´ha´ny megoldatlan ke´rde´ssel ko¨szo¨nu¨nk el az Olvaso´to´l,
egy hosszabb lista´e´rt la´sd [14].
1. Nyer-e a kezdo˝ ja´te´kos az 5-amo˝ba´ban a ve´gtelen ta´bla´n?
2. Ki nyeri az e´p´ıto˝-rombolo´ 6- illetve 7-amo˝ba´t?
3. Ja´tszuk a 6-amo˝ba´t a ko¨vetkezo˝ forma´ban. Az kezdo˝ ja´te´kos egy elemet va´laszthat,
azuta´n a ja´te´kosok 2-2 elemet vehetnek felva´ltva. Mi lesz a ve´geredme´ny?
4. Megnyerheti a kezdo˝ a HJ(5, 3)-at? Mi a helyzet az e´p´ıto˝-rombolo´ va´ltozattal?
5. Hogyan nyer a kezdo˝ a 10× 10-es hexben?
6. Egy e´p´ıto˝-rombolo´ ja´te´kban a ve´gtelen ne´gyzetra´cson e´p´ıto˝ ce´lja az ala´bbi D minta
egy φ(D) pe´lda´nya. D = e´s φ egy izometria. Nyerhet az e´p´ıto˝?
7. Az F = (V,H) hipergra´fra |A| = n minden A ∈ H e´s |{A : x ∈ A}| ≤ 2n−3/n
minden x ∈ V -re. Ki nyeri az e´p´ıto˝-rombolo´ ja´te´kot F = (V,H)-n?
8. Egy d-regula´ris G gra´f e´leit ve´ve ja´tszik foksza´mja´te´kot e´p´ıto˝ e´s rombolo´. El
tud e´rni e´p´ıto˝ d/2 − c√d log d foksza´mot minden pontra, ahol c > 0, d-to˝l e´s G-to˝l
fu¨ggetlen konstans? Esetleg d/3-at?
9. Az F = (V,H) hipergra´fra ∑A∈H 2−|A|+1 < 1. Igaz, hogy ekkor a ke´rdezo˝ nyeri a
va´laszto´-ke´rdezo˝ ja´te´kot F -en?
10. Az F = (V,H) hipergra´fra ∑A∈H 2−|A|+1 < 1. Igaz, hogy ekkor a rombolo´ nyeri
az u´jrafelhaszna´lt e´p´ıto˝-rombolo´ ja´te´kot F -en?
11. A Kn e´lein ja´tszik (1 : b) elfogult ja´te´kot e´p´ıto˝ e´s rombolo´. E´p´ıto˝ akkor nyer,
ha megszerez egy fesz´ıto˝fa´t. Mi a legnagyobb b(n) amelyre nyerhet? (Nyerhet, ha
b(n) = (1− )n/ log n,  > 0, n > n?)
14. F = (V,H) majdnem diszjunkt hipergra´fra |A| ≤ 4 minden A ∈ H-ra. El lehet
do¨nteni polinom ido˝ben, hogy ki nyeri az e´p´ıto˝-rombolo´ ja´te´kot F -n?
15. PSPACE-teljes proble´ma eldo¨nteni, hogy ki nyer egy tetszo˝leges va´laszto´-ke´rdezo˝
ja´te´kban?
16. Nyerhet a kezdo˝ a Kaplansky ja´te´kban, ha k ≥ 4?
17. Nyerhet a kezdo˝ az alakzat ja´te´kban a s´ıkon egymillio´ le´pe´sne´l kevesebbel, ha D
a szaba´lyos 17-szo¨g csu´cshalmaza?
33Az u´n. a´llapotgra´f vizsga´lata´ra van szu¨kse´g; ennek nagyja´bo´l O(N3N ) pontja van, ahol N = |V |
a F = (V,H)-ra. Ez pl. a HJ(5, 3)-ra O(3125) pontu´ gra´fot jelent, azaz reme´nytelen va´llalkoza´s.
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6. Summary
In the Introduction we define the Positional (or Hypergraph) Games, and the most
basic facts (Zermelo-von Neumann theorem, the Strategy Stealing argument) con-
cerning those. A few examples are also listed, such as the Tic-Tac-Toe, the Tic-Toc-
Tac-Toe, the 5-in-a-row, and its generalization the k-in-a-row.
Formally a Positional Game is defined as follows. Given an arbitrary hypergraph
F = (V,F), the first and second players take elements of V in turns. The player,
who takes all elements of an edge A ∈ F first wins the game.
In the second section (Topology) we mainly deal with the game of hex, the hex
theorem and its relatives. There is no draw in hex, and this fact is equivalent to the
Brouwer fixed point theorem, the Pouzet lemma, or that the y-game also cannot end
in a draw.
The central result of the third section (Pairing and Matroids) is the Hales-Jewett
theorem. It comes from the classical Ko˝nig-Hall theorem and the main consequences
of it are the bounds on the Hales-Jewett games. There are natural generalizations of
pairing strategies; one is the divisions of the board into pieces that can be used in
the k-in-a-row games. The other is a dynamic pairing that is based on matroids and
gives Lehman’s theorem.
The fourth section (The probabilistic method and weight functions) are devoted to
the variants of the Erdo¨s-Selfridge theorem. The main issue is how to turn random
graph/hypergraph arguments into deterministic strategies. Here we discuss Maker-
Breaker and Picker-Chooser games, biased games, games defined on the complete
graph Kn or even on the random space G(n, p). At the end of the section we mention
some problems involving infinite hypergraphs; those are the Kaplansky’s game, and
its variants/derivatives.
Finally we provide a list of open research problems.
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